19.2. Функция комплексной переменной.
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19.2.1. Определение функции комплексной переменной ничем не отличается от общего определения функциональной зависимости. Напомним, что областью на плоскости мы называем любое открытое связное множество точек этой плоскости. Область односвязна, если любая подобласть, ограниченная непрерывной замкнутой самонепересекающейся кривой, лежащей в этой области, целиком принадлежит области.

 Рассмотрим две плоскости комплексных чисел:
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Если каждому 
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Функция 
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19.2.2. Действительная и мнимая часть функции комплексной переменной. Так как 
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. Таким образом, задание комплекснозначной функции 
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19.2.3. Геометрическая иллюстрация ФКП. Задание функции 
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Представим эту функцию в виде суперпозиции двух функций: 
[image: image33.wmf]az

w

=

1

 и 
[image: image34.wmf]b

w

w

+

=

1

. Отображение 
[image: image35.wmf]az

w

z

=

®

1

, согласно интерпретации умножения чисел в тригонометрической форме, приводит к увеличению аргумента числа z на arg a и растяжению его модуля в 
[image: image36.wmf]|

|

a

 раз; отображение  
[image: image37.wmf]b

w

w

w

+

=

®

1

1

 приводит к сдвигу точки 
[image: image38.wmf]1

w

 на вектор 
[image: image39.wmf])

,

(

2

1

b

b

b

. Таким образом, линейная функция 
[image: image40.wmf]b

az

w

+

=

 растягивает (при 
[image: image41.wmf]1

|

|

³

a

) каждый вектор z в 
[image: image42.wmf]|

|

a

 раз ( или сжимает его в 
[image: image43.wmf]|

|

1

a

 раз при 
[image: image44.wmf]1

|

|

<

a

), поворачивает на угол arg a и сдвигает на вектор b. В результате все прямые преобразуются в прямые, окружности - в окружности.

2. Степенная функция 
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Мы рассматриваем функцию 
[image: image68.wmf]2

z

w

=

 в верхней полуплоскости С+, несмотря на то, что она определена во всей плоскости С, по той причине, что она однолистна в этой полуплоскости. Нижняя полуплоскость 
[image: image69.wmf]}

0

Re

|

{

<

=

=

-

z

x

z

С

 при отображении 
[image: image70.wmf]2

z

w

=

 также накроет всю плоскость W (за исключением положительной полуоси). Если рассматривать весь образ плоскости С при этом отображении, то он будет состоять из двух экземпляров плоскости W (двух листов, накрывающих эту плоскость).

На этом примере мы получили алгоритм построения образов линий и областей при отображении 
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19.2.4. Предел ФКП. 

Определение. Пусть функция 
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19.2.5. Непрерывность ФКП. Пусть функция 
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19.3. Дифференцируемость функции комплексной переменной.

19.3.1. Определение производной. Аналитичность ФКП. Пусть 
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Достаточность. По предположению теоремы, функции 
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Последнее слагаемое - бесконечно малая высшего порядка по сравнению с 
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Производная дифференцируемой функции может находиться по любой из формул 
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19.3.4. Геометрический смысл производной. Равенство 
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19.3.5. Конформность дифференцируемого отображения.
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Любое преобразование плоскости в плоскость, обладающее эти свойством (т.е. свойством сохранения углов), называется конформным. Если при этом сохраняется направление отсчёта углов, то преобразование называется конформным преобразованием первого рода; если направление отсчёта углов меняется на противоположное, то преобразование называется конформным преобразованием второго рода. Мы доказали, что аналитическая в некоторой области G функция 
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Пример конформного отображения второго рода - недифференцируемая функция 
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19.3.6. Гармоничность действительной и мнимой частей дифференцируемой функции. Дифференцируя первое соотношение Коши-Римана 
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